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mJJ 5.1. Skladowe stanu odksztatcenia
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Ptaski stan napreienia: Odksztatcenia w ptaszczyinie dziatania naprezen:
y o,
L I =Y
= =1 AdX Ady
Z'Xy [} <y &, =——, gy =7
> 1 dx dy
I - =
o; : <] dx + Adx = (L + &, Jdx
= 2|35
Ly © dy +Ady = (1+¢, dy
Y
I—T;" X T v
GY = |
. dx . o (L+g)dx

Sktadowe ptaskiego stanu odksztatcenia: g, &, v,y

Pod wptywem przytozonych obcigzen ciato odksztatca sie, a jego przestrzenne elementy doznaja:

» zmian objetosci — zwigzanych z liniowymi odksztatceniami, tj. zmianami dtugosci bokéw
elementow przestrzennych — tzw. odksztatcenia objetosciowe,

» zmian ksztaitu (postaci) — zwigzanych z deformacjg katowa elementarnych prostopadtoscianéw,

tj. zmianami katdw pomiedzy poszczegdlnymi Sciankami elementow przestrzennych - tzw.
odksztatcenia postaciowe
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Rodzaje odksztatcen:
» odksztalcenia objetosciowe (g,, &, &) — wzgledne zmiany dtugosci bokéw elementarnego
prostopadtoscianu — mierzone na kierunkach x, y, z — wywotane naprezeniami normalnymi c,,

G,, O,.

y ~z
» odksztaltcenia postaciowe (v, Y, Y.) — Mierzone w poszczegélnych ptaszczyznach pochylenia
scianek elementarnego prostopadtoscianu wywotane dziataniem naprezen stycznych, v,,, ,,, ¥y,

Przestrzenny stan odksztatcenia i

N
p=4
wN
| .g :|
RN
&, 4 v
—
(0] P
LG Y
| /J—xyd/ b+
y
X S
o (1+e,)d &
dy ‘ ! - Sy y
>

Sktadowe przestrzennego stanu odksztatcenia: €, €1 €4 Yxyr Yyzr Yax




mmﬂ 5.2. Prawo Hooke’'a w przypadku odksztatcen objetosciowych
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a g
Odksztatcenia w jednoosiowym stanie naprezenia: E= E Ep = —VE=— Ev
——Przestrzenny stan naprezenia:
2] ?02 24 2} ?0'2 2}
0' /:/ //
54 - I
6% 4
| 1 1
l
3 o,y ’
< a4 a2 a3
a T3t () ¢ ()
i E E E
- a1 a2 03
@ = () v F ()
g E E E
- g1 V) g3
BT ()t (Pt %
E E E
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W kierunkach gtéwnych:
2 492
I
//
e
04
1
1
& =g (01 —v(a; +03))
1

& = E(Gz - v(ay + a3))

1
&3 = f(ds - v(ay + a3))

MJ 5.2. Prawo Hooke’a w przypadku odksztatcen objetosciowych

W kierunkach dowolnych:

z 1 49




ll“]m 5.3. Prawo Hooke’'a w przypadku czystego Scinania
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Czyste scinanie — stan naprezenia w przekrojach, w ktdérych dziataja jedynie naprezenia
styczne, zas naprezenia normalne rdwne sg zeru.

Zf C,= -0 ot oo A X
L LD 0, = — 5+~ cos2a Gy =0
pe g ay=01;62_61;626082a .
E 1 Txy = —Tyx = &1 ; 72 sin 2« N\ ) G
I, : _ 7
E E’:ﬁ) gdy: a1=a,arz=—a,a:£: ©2 -_\S ©
& = .
— 0, =0y,=0,7=-T), =0
Tyx = —@




MJ 5.3. Prawo Hooke’a w przypadku czystego $cinania

lﬂ

T Y 1—c¢
tg(=——2%) = 1
g(4 2) 1+e (1)
1 \ s
ST — E(Gl —v(o; + 03)) &= le| =e
1+v
1 5 _
7 32=E(02—V(01+03)) = e g ° | (2
o3 = 0; S8, Y0, = —0C 7
Licatm ZsinZa_
g T -=) =0 (3)
i
.

| 17
tg(a — B) = tga — tgh Q tg (E _ Z) _ t8 (%) — 8 (%) _ 1-1g (%) L 1 o 2 gdyyjest @)
1+ tga - tgh 4 1+tg (%) ‘tg (%) 1+1tg (%) 1 % bliskie zeru
(1) % y 14+v
E == il o Y _ T T ] B E
(4)j|>|:> & 2 E 27 E '25 y=a gdzie G—m
2) (3) T+

G — modut odksztatcenia postaciowego
modut Kirchoffa (MPa)
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“UJ 5.4. Uogodlnione prawo Hooke’a

il W kierunkach gtéwnych:
3 fa'g — J
1
. &1 =E(01 —v(a; + 03))
o =4
N R !
z 6 o z €2 :E(GZ—V(GI +0'3))
"j b
| §$ 1
v PR §A &3 = E (o3 — v(ay + 03))
(1+g,)dy .

W kierunkach dowolnych:

1 T
& =% (o, —v(o, +a,)) Yy = %

1 T
& =% (o, — v(a, + a;)) Yyz = %

1 T
&=% (o, —v(ox+0))) Yz = %




MJ 5.5. Wzgledna zmiana objetosci (dylatacja)
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03 . ;s , .
f I Poczatkowa objetosc prostopadtoscianu:  dV, = dx - dy - dz
‘/ e Koncowa objetos¢ prostopadtoscianu:
- — £ dV = (14 &)dx- (1 + &)dy - (1 + £5)dz
0, N 0, =
\} T Y
L d ¥ 2 Wzgledna zmiana objetosci (dylatacja):
+
1 . i \/xq,bb . dV — dV, _ 1+e)dx-(1+&)dy-(1+e3)dz—dx-dy-dz
(1+,)dy % dv, dx - dy - dz
=< = Q Q Q Q
) ) & P = (1 + 81)(1 + 82)(1 + gg)dZ —1
e=N+eg+e+eg +@@@+—\1
Mate wyiszych rzedéw I» e=& t&+¢&
lub w przypadku dowolnych kierunkéw: =& T & t+§&
) Uwzgledniajac: ] ) Wzgledna zmiana objetosci w funkciji naprezen:
1
£ = = (61 —v(oy + 03)) E, = E(ax — v(ay + az)) 1—2v
X 1 e=—= (61 + 05+ 03)
1e& = E(GZ —v(oy+03) lubiqe, = E(Gy —v(0o, +0,)) » S
1 1 e = o,t+o,+o
£5 = E(a3 —v(oq + 03)) & =5 (6, —v(o,+0ay)) E (o Y 2)
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Przestrzenny stan odksztatcenia:

| Przestrzenny dowolny stanu odksztatcenia opisany jest szescioma
sktadowymi: g, €ys €5, Vxyr Yyzr Yax

Tensor dowolnego przestrzennego stanu odksztatcenia:
] y .
i £, xy /2 Vxz /2
_ Y 14
Te - yx/ 2 Sy yz/ 2

Y zx /2 Vzy /2 e,

W przypadku materiatu izotropowego kierunki naprezen gtownych sg takie same dla odksztatcen jak i naprezen.

3 03
f A Tensor przestrzennego stanu odksztatcenia
N dla kierunkéw gtownych :
= &
T > 3 Zgodnie z prawem Hooke’a ()= 7/G)
g; N 0; = £ 0 O : ,
¢ T V T 01 0 odksztatcenia katowe s3 réwne zeru
d B A 2 € 0 ‘g(')z . (yxy = .yyz-: Y,x =0), bo nie wystepuja
1 i @6 3] naprezenia styczne (1, = 1, = T, =0)
o y{
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Ptaski stan naprezenia (PSN):

a) W przypadku kierunkéw gtéwnych: a1 # 0,0, # 0,03 = 0 - co uwzgledniajac otrzymujemy:

2 "21
I 1 _ \
& = E(G1 - va3) O1=71_2 (&1 + vey)
1 E
T — £2=E(02—va1) T e> 1925712 (&2 +vey)
1
v

€3=—E(01+02) g3 =0

JE " i : -

Tensory odksztatcen i naprezen w PSN na kierunkach gtéwnych:

€1 0 0 0
TS =10 L)) 0 @ TO' = 0(-)1 o ]
0 0 €3 2
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Ptaski stan naprezenia (PSN):

b) W przypadku kierunkéw dowolnych: @, # 0,0, # 0,0, = 0,7,, # 0,7, = 0,7,, =0

N E

1 -
& = E(ax - vay) O =773 (&, +ve))
1 E
y A %_
Ez=—E(ﬂx+ﬂy) o, =
_Tﬂ =G -
Yxy = G Txy = ¥xy

Tensory odksztatcen i naprezen w PSN na kierunkach dowolnych:

14
£y xy/z 0 é . Ox Tyy
T.=|YVyx / 9 gy 0 7 ltyx Gy]

0 0 g,

Whiosek:
W ptaskim stanie naprezenia istnieje przestrzenny stan odksztatcenia.
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Ptaski stan odksztatcenia (PSO):

a) W przypadku kierunkéw gtéwnych: &; # 0,&9 # 0,83 = 0 - co uwzgledniajac otrzymujemy:
2 o 21‘ 1

&3 = E(Gg —v(g;+0,) =0 & a3=v(gy+03)
0 (] 0 0
- 1l _ €1 T.=10 o 0
04 | 04 T, = 0 82] @ o 0 02 o
}O
1
A
b) W przypadku kierunkéw dowolnych: Ex#0,8,#0,8,=0,Yxy #0,¥y; = 0,7, =0

y a)’ f Tyx
. —

1
& = E(az - V(ax + a'y)) =0 @ 0; = V(ax + a)’)

£, ny /2 Oy Txy 0
Te =17 /e @& To=|%x 0y 0
14 2 y 0 0 o,

Whiosek: Ptaski stan odksztatcenia moina wywotaé, odpowiednio dobranym, przestrzennym
stanem naprezenia
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mJJ 5.7. Analiza ptaskiego stany odksztatcenia — podstawy tensometrii

Analogia pomiedzy zaleznosciami transformacyjnymi w ptaskim stanie naprezenia i odksztatcenia:

_ & +e, &—&
O_n201+62 91792 0520 m g, =1+ "2+"1 "20052a
2 . _ 2
— E,—&, .
7, =612625in 2a ?;‘= L “Zsin2¢
_ €1 + L2y & — & 9
& = > 5 cos 2a
&1 + &2 &1 — &
45 =~ 5 ¢€os 2(a + 45°)
&1 + &2 &1 — &
£90 = > > cos 2(a + 90°)
-s & t&yg & —&o 1
12 2 . 2 cos2a
2845 — & — &9¢
tg2a =
] €0 — €90




MJ 5.7. Analiza ptaskiego stany odksztatcenia — podstawy tensometrii

e - &€o + €90 €9 — €99 1
12 2 - 2 cos2a

2845 — &9 — &99

tg2a =

€0 — €90
1
J1+tg22a

Uwzgledniajac: cos2a =

Otrzymujemy:

s A €o +_£90 n 1
| 12 2 ~\2

\/(Eo — &99)2 + (&45 — €99)?

W tensometrii oporowej wyznacza sie odksztatcenie na podstawie wzglednej zmiany rezystancji (AR/R)

AR . ..
= = eK gdzie K — stata czujnika

uzytego tensometru :

Rozety tensometryczne stosowane do wyznaczania kierunkow i wartosci odksztatcen gtownych
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5.8.1. Energia wtasciwa odksztatcenia sprezystego w jednoosiowym stanie naprezenia (®@,):

Pr-—-—--- ;/
P
i
I .
( M Al
| Lp = 5 PAl N p2]
Pt "7 Lp=oFa
Al = — 2EA
AE

Energia wtasciwa (®) — energia przypadajaca na jednostke objetosci materiatu (V)

Pl 1 P?
2EA Al 2EA?%’

o L
oy
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5.8.2. Wiasciwa energia sprezysta Scinania (®,):
S, T T
1 —— -
! . (p_LT_lTs
v o2y | W
S T Il T 1
; T—‘L'a_ﬁ ¢t=ETy
a T e / s=ay
T
) " | V=1"a*

5.8.3. Catkowita wtasciwa energia sprezysta w przestrzennym stanie naprezenia (®):

1
i = Z(O-xgx + O-y‘c"y + 0,¢, + 2-xyj/xy + 2-yzyyz + szyzx)

dla kierunkow dowolnych

0, -

dla kierunkéw gtownych 0,
1 e |

= 2(0'151 T 0,8, + 0'353)
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5.8.4. Energia spreiysta odksztatcenia objetosciowego (®,) i odksztatcenia postaciowego (®,):

Catkowita energie odksztatcenia sprezystego (®) mozna podzieli¢ na dwie czesci:
» @,- energie odksztatcenia objetosciowego
» @,- energie odksztatcenia postaciowego ICD =Dy +D ’p.

a) Odksztatcenia czysto objetosciowe powstang, gdy element obcigzony bedzie takimi samymi
naprezeniami o, na wszystkich kierunkach:

3 1 O3 3 10 ér
p )
O;Z—P 4 -9.2 - oq-é-r-— 4 —_—
o> 6¢
glé e : 9L 4
1 O3 i 1 o éri
Odksztatcenia Odksztatcenia Odksztatcenia
wypadkowe objetosciowe postaciowe

(D) (Do) (D)
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5.8.4. Energia spreiysta odksztatcenia objetosciowego (®,) i odksztatcenia postaciowego (®,):

3 1,03 3 1,0sr 3 (GZT_ &ér
o A o
o / o g. / g 0, / 0O, — 0.
2 | o Tm | | = L g, LW
or 6F D
1/65*
2 2 | gf/ / 2
1 1
1 0'3* 1 05’1”* 1 03— aér)
Przyjmujemy: 4. _0110,%0; AN 1_ 3
Sr 3
-ﬁ; D.="(0.¢. +0.¢. +0.6. )="0. ¢, (1)
1 O 2( Sr — Sr Sr — Sr Sr ST") 2 Sr — Sr
CD=2(O'181+0282+O'3€3) 15
_ — LV

Otrzymujemy (z réw. 1i 2):

Z prawa Hooke’a: Fs,r = é[as,, —v(o, +0,)]= . (2)

S, =2 2—1_2‘/(0 +0,+0,) - dlakierunkéw gié h
,0s =05 £ Oy = pp 0110, 0] -dlakierunkéw giéwnyc
1-2v

o= (O'X +to,+ 0'2)2 - dla kierunkéw dowolnych

6E
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5.8.4. Energia spreiysta odksztatcenia objetosciowego (®,) i odksztatcenia postaciowego (®,):

3} 1,03 3} 1,‘7§r (031_ Tr
2 | o o= % | g P G g, o)
6 Rl S ¢
1 GS* 1 O-ér¢
1-2v -2y
O=6E(O'1+O'2+G3)2 D, = 6E (O'X-I-O'y-I-O'Z)Z

b) Odksztatcenia czysto postaciowe powstang, gdy elementarny prostopadfoscian obcigzony bedzie
naprezeniami bedacymi dopetnieniem naprezen srednich (o) do wyjsciowych naprezen gtéwnych.

Otrzymujemy: O, =0-0, = 16+EV (0'1 -0, )2 + (0'2 — 0, )2 + (0'3 — 0'1)2: - dla kierunkéw gtownych
D, =D-P, = 162/[(0)( -0, )2 + (O'y —62)2 + (GZ -0, )2 + 6(rfy + sz + rfx ) - dla kierunkéw dowolnych






